SOBRE LA TEORIA ANALITICA DE NUMEROS

LUIS ALBERTO LOMEL{

Impartimos un minicurso introductorio a la teoria analitica de ntimeros a los
estudiantes de la Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma de Baja Cal-
ifornia. El curso fué dirigido a estudiantes de licenciatura en su tercer o cuarto
ano. FEn total, se impartieron 10 horas frente a grupo en 5 dias. La idea ini-
cial del curso era cubrir el material del capitulo VI del libro de J.-P. Serre “Cours
d’Arithmétique”, presentando material suplementario, y haciendo el material de las
primeras 8 sesiones autocontenido. El prerequisito necesario es un curso de variable
compleja, y muchos estudiantes habian cursado o se encontraban cursando algebra
moderna.

Comenzamos repasando rapidamente, ab initio, las nociones necesarias dentro
de la categoria de grupos finitos abelianos y sus caracteres. Se refleja el punto de
vista que las nociones cubiertas en este curso se generalizan al incorporar anélisis
de Fourier en la categorfa de grupos abelianos localmente compactos [6]. Un curso
subsecuente puede llevar a la teoria analitica de nimeros con el enfoque de la tesis
de Tate [9], ver también [4].

También repasamos aspectos basicos sobre funciones holomorfas, ademads, nece-
sitamos los conceptos de continuidad uniforme y continuaciéon analitica. En las
secciones 4-8, cubrimos material estdndar siguiendo a Serre [7]. Estudiamos parte
de la teoria de funciones L de Dirichlet, y revisamos algunos detalles que surgen
de una lectura minuciosa del libro de Serre. Incluimos una demostracion de la
ecuacion funcional de la funciéon ¢ de Riemann, en donde encontramos de gran util-
idad el libro de Iwaniec [2], ademds de la referencia original de Riemann [5]. La
ecuacion funcional para funciones L de Dirichlet y su continuacién analitica no la
cubrimos, por limitaciones de tiempo, pero con la ecuacién funcional para ¢(s) nos
es suficiente para dar demostraciones completas de las aplicaciones provistas.

Para las secciones 9 y 10, inicialmente teniamos contemplado incluir una de-
mostracién completa del teorema de los ntimeros primos. Sin embargo, la audi-
encia ya habiendo asimilado el material de las primeras 8 secciones, no debe ser
privada del gusto de leer independientemente una demostracién elemental que se
puede encontrar, por ejemplo, en [2]. En la seccién 9, hacemos una seleccién de
temas importantes en la teoria de nimeros y proveemos referencias en donde el
lector podré obtener una buena idea de los temas mencionados. Decidimos concluir
con una versién matematica de la impresién de un egresado de la UABC sobre
Valparaiso, Chile.

Agradecimientos. Me gustaria dar gracias a Adina Jordan, Brenda de la Rosa,
Gloria Rubi, Selene Solorza y a Carlos Yee de la UABC por la invitacién a impartir
el curso. Me es muy grato agradecer a Alberto Lomeli, quien tomé notas detalladas.
Gracias a él, existen estas notas en version pdf, pues me alenté a escribirlas ademas
de proveer muchos comentarios que fueron incorporados.
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1. SOBRE ARITMETICA Y ALGEBRA

1.1. En Aritmética estudiamos a los nimeros enteros Z y a los niimeros primos.
Para n € Z, podemos formar una relaciéon de equivalencia

xr =y mod n,

la cual se lee x es congruente a y mdédulo n, si existe una z € 7Z tal que x —y = nz.
Definimos

Z/nZ={z]|lx €Z},
en donde tenemos n clases de equivalencia como elementos [0], ..., [n — 1], y pode-
mos sumar médulo n.
La pregunta que surge es si podemos multiplicar en Z /nZ? Dados dos enteros
m, n, denotamos su maximo comun divisor por (m,n).

Proposicién 1.1. El grupo de elementos invertibles en Z /nZ bajo la multipli-
cacion es
(ZnZ)* ={[z] € Z/nZ |(x,n) =1}.
Demostracion. Para x € Z, tenemos que
(z,n) =1 < existen a,b € Z, tales que axz + bn =1
< ar=1 modn
= [2]7" =[d]
O

Surge la funcién aritmética ¢ de Euler, como la cardinalidad de este conjunto
¢(n) = #(Z /nZ)".
Observamos que si tomamos p primo
#(Z/pZ)" = (Z /pZ)\{0},
ie, ¢(p)=p—1.

1.2. Grupos y sus caracteres. Recordemos rapidamente nociones bésicas de gru-
pos.

Definicién 1.2. Un conjunto G es un grupo si tiene una operacion
GxG— G7 (91392) = 9192

que satisface

(i) deeGoexr=ze=x VreG.
(i) Vee GIz szl =a2" ! =e.
(ill) z(yz) = (xy)z, Vz,y,2 € G.

Proposiciéon 1.3. El elemento identidad es unico.

Demostracion. Si e’ fuera otro

Decimos que un grupo G es abeliano si ademads satisface
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(iv) zy = yz, Va,y € G.
Tenemos la nocién de subgrupo H de G, denotado por H < G, ademads de la
nocién de un grupo ciclico si G, generado por x, escrito

G = (z).

Denotamos por ¢ a la categoria cuyos objetos son grupos y sus flechas son
homomorfismos de grupos !

HGey, aLm
Tenemos entonces el conjunto de todas las flechas de G a H en ¥:
hom(G, H) = {f : G — H|f(w,y) = f(x) f(y)Va,y € G, f(ea) = en}
En la categoria ¢ podemos formar productos
GHeY=GxHeY
en donde la operacién en G x H estd dada por
(91, h1) - (g2, h2) = (9192, h1h2).
Ejemplo 1.4. Si tenemos n, m € Z, entonces

ZInZXZ/mZeY.

Los siguientes dos resultados son basicos en un curso de algebra moderna. El
primero es el Teorema del Residuo Chino y el segundo es un resultado de clasifi-
cacién.

Teorema 1.5. Sin = p{* - pi* entonces
ZInZ=ZL[p1* L% --- XL [p* 7.
Teorema 1.6. Todo grupo finito abeliano G, es de la forma
GEZ/mZx - XZL[ngZ.
Decimos que
G 5 Gy B Gy

es exacta si ker(f2) = im(f1). Recordamos que si G ENy ) , tenemos kernel e imagen
definidos por

ker(f) ={y € G|f(y) = en}
im(f) ={f(y) € Hly € G}

y sabemos que ker(f),im(f) € 4.
En ¢, tenemos las siguentes propiedades para flechas

(i) G o H es inyectiva si
1-6Lm
es exacta.
Una categoria es una clase de objetos y flechas, en donde las flechas tienen una ley de com-

posicién. Es definida como una clase, para evitar problemas como la paradoja de Russel. La clase
de todos los conjuntos, es un ejemplo de una clase que no es un conjunto.
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(i) G Iy H es sobreyectiva si

GL>H—>1

es exacta.
f . .
(iii) G = H es un isomorfismo si

1565
es exacta.

Ejemplo 1.7. Sea p, € 4 el grupo multiplicativo de las raices n-ésimas de la
unidad 1 € C.

St={zeC | |z|=1}

Tenemos isomorfismos

Z/nZ ELN fn, Trre n |
para cada k tal que (k,n) = 1. Ademds ¢(n) es el nimero de generadores del grupo
aditivo Z /nZ.

Proposicién 1.8. n = ¥4,¢,.

Demostracion. Para cada d|n tenemos que el grupo Z /dZ tiene ¢(d) generadores
y n=F(Z /nZ). Para cada x € Z /nZ, formamos el grupo ciclico
H, = (x).

Recordamos que para cada d|n existe un unico subgrupo ciclico de Z /nZ que es
isomorfo a Z /dZ. Ahora, para toda x € G, existe una d tal que H, 2 Z /dZ.
Por lo tanto, tenemos la unién disjunta

707 = Ud,,

en donde @4 es el conjunto de generadores de Z /dZ en Z /nZ. Observamos que
#®q = ¢(d), por lo que concluimos que n = ¥g,¢(d) comparando las cardinali-
dades. O

1.3. Funciones Aritméticas. Una funcion f : N — C es multiplicativa si

fm.n) = f(m)f(n) para (m,n) = 1.

Como ejemplo, ya nos encontramos con la funcén ¢ de Euler

(ZS(Tl) = #{‘TH <z <n, (‘T,n) - 1}7
y satisface las siguientes propiedades:
(i) ¢(n) =#(Z /nZ)*.
(ii) n = Zqe(n).
iii) ¢(n) es el ndmero de generadores de Z /nZ.
)

(
(iv) ¢ es multiplicativa.
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(v) é(n) = n- (1 — 1),
y es un ejercicio completar la demostracién de las propiedades no cubiertas en clase.
Un segundo ejemplo es provisto por la funcién de Ramanujan

A(z) = qI2 (1 - ¢")* = 232 7(n)g"
La funcién 7 es una funcién aritmética que satisface:

T(mn) = 7(m)7(n),

n+1) n—l)

(") = 7(p)7(p") —p7(p
p primo. La funcién A(z) es de importancia aritmética y nos conduce a una forma
modular, en donde la variable

zeh={z€C|3(z) >0},

varia en el plano hiperbdlico h. No cubriremos formas modulares en este minicurso,
y referimos al lector interesado al capitulo VII de [7]. Solamente comentamos que
la famosa conjetura de Ramanujan, demostrada por Deligne para formas modulares
en los 70’s [1], se escribe

)

7(n) = O(n%+5), Ve > 0,

con la notacién O para funciones de una variable real: f(z) = O(g(z)) si existe una
constante M tal que

|f(z)| < Mlg(x)|, Vx> 0.
2. CARACTERES DE GRUPOS ABELIANOS FINITOS

Sea ¥t 1. la categoria de grupos finitos abelianos. Para cada G € ¥; .y, defini-
mos el conjunto sus caracteres

G = hom(G, C*),
en donde C* = C\{0} € %¢.ap. es un grupo multiplicativo, y recordamos que cada
G 5 C*
es un homomorfismo de grupos. Tenemos el caracter unidad
GLcCX, ze1ecX,
y vemos que Gec Yt ap. €s un grupo bajo la multiplicacién de caracteres
X1, X2 € G X1X2 € G,
x1x2(9) = x1(x)xa(x), Vr € G.

Ejercicio 2.1. Demostrar que
(i) G = hom(GLSl), en donde St = {2z € C||z| =1} € Dy, St < C*.
(ii) x~' = x € G, en donde X estd dado por
x(z) = x(z), Vz € G,
y denotamos z — Z la conjugacion en C.

Lema 2.2. Si G € 9 es ciclico de orden n, entonces

G = iy,
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Demostracion. Tomemos s € G un generador, i.e.,
G = (s).
Dado x € @, tenemos que x(s) = w € S, y ademés
X"(s) =w" = 1.
Por lo que w € py,.
Viceversa, si w € p,, entonces
x(s) = w

define un caracter x € G. |

Definicion 2.3. Dado x € @, llamamos x|mg € H la restriccién de x a H. Decimos
que un caracter x € H se extiende a uno de G, si existe un caracter X' € G tal que
X' =x.

Lema 2.4. Sea H < G, entonces todo caracter x € H se extiende a uno de G.

Demostracion. Si H = G, el lema es védlido. Supongamos que existe una x € G\ H
y tomemos

H'=(H,z),
por lo que
H< H <G,

en donde notamos que H' # H. Procedemos por induccién en [G : H], el indice de
H en G, el caso [G : H] =1 ya cubierto.

Existe un n minimal tal que ™ € H, y vemos que todo h’' € H' es de la forma
h' = hx®. Para cada eleccién de w € u,, podemos definir

X' (W) = x(hjw* € S,
Entonces podemos verificar que x’ € . Por induccidn, x’ se extiende a un caracter
de G. |
La operacion
xe€G x|yl

nos da un homomorfismo sobre

~

GO H-1
con kernel
ker(p) = {x | x|z = 1}.

Por medio del teorema del homomorfismo, y cocientes, obtenemos una sucesién
exacta

1> G/H—G—H—1.
Proposiciéon 2.5. Sean G1,G2 € Y¢ 1., entonces
GS\GQ = é\l X é\z

Demostracion. Tenemos proyecciones
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Gy % Gy
ZS
Gh G

obtenidas al restringir x € G1/>-<\G2 aG1x1 = Gy yalxGe = Gsy, respectivamente.
Lo cual nos da

Gy x Gy = Gy x Gs,

x = (p10 X, p2 0 X)-
En direccion contraria, tenemos

é\lx@ — Gl/mg,

(X1, x2) = [(21, 22) = xa(z1)x2(z2)] -

O
Proposicion 2.6. Para todo G € Y a1, tenemos que
G~aG.
Demostracion. Sabemos que
GEZ/mZxX---xXZ[ngZ.
Por la proposicién anterior
G2Z/mZx - x L ngZ.
Por el Ejemplo 1.7, tenemos
G2 i, X X fin,
y aplicando el Lema 2.2, concluimos que esto ultimo es
27 [/nZx - XZL/ngZ=G.
O

2.1. Doble dual. Tenemos un homomorfismo de grupos
G¢5C
re G xG@Hx(az)GCX}.
Ejercicio 2.7. Verificar que, en efecto, € es un homomorfismo de grupos.

Proposicion 2.8. ¢ es un isomorfismo.

Demostracion. Observamos que G y G tienen la misma cardinalidad, por lo que es
suficiente demostrar que es 1 — 1 para concluir que € es una biyeccién.
Sea x € G, x # 1. Si encontramos una x € G, tal que

e(x)(x) = x(@) # 1,
entonces podremos concluir que ker(e) = 1, lo cual implica 1 — 1.
Tomemos H = (x), el cual es un grupo ciclico, y sea n el orden de H. Para cada
w € py, (en particular, podemos tomar una w # 1), la relacién

x(z) = w,
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nos da un caracter en H. Por el Lema 2.4, x se extiende a un caracter de G. [
Proposicion 2.9. Sea G € %, y n = #G. Entonces
n six=1
So={o
= 0 six#1

Demostracion. Podemos trasladar la suma por un elemento xg € G:

> x(@) = x(zxo) = x(w0) Y x(x)

zelG reG reG
= (1= x(z0)) Y _ x(z) =0.
rzcG
Podemos concluir, pues si x # 1, entonces 3z tal que x(zg) # 1. (|

Corolario 2.10. Sea G € %..p. y n = #G. Entonces

n sitrx=1
Sxew={g "L
xeqG

2.2. Dualidad en general. Comentamos que el isomorfismo con el doble dual

~
=

G=G

se puede extender a la categorfa de grupos abelianos localmente compactos®. En
esta categoria, este resultado se llama la dualidad de Pontrjagin.

Ejemplo 2.11. Los grupos G = R™, (R*)™,C",(C*)™ son localmente compactos.
Ademds, para cada primo p, tenemos una métrica p-ddica y el campo de niumeros
p-ddicos Q.

Si fijamos un caracter no trivial xy € @, entonces podemos definir la transformada

de Fourier
/ f(y)x(zy) dy,

en un espacio adecuado de funciones (espacio de Schwarz), y tenemos inversién de
Fourier

Ty o I (f(x)) = f().
En el caso de G = R, tenemos el caracter y € G dado por x(x) = exp(x) = 2™
y obtenemos la transformada usual de Fourier

- / £() explay) dy.
R

Este enfoque lleva a muchas direcciones interesantes en la teoria de nimeros
moderna, como lo hacen la tesis de Tate [9] y el libro [4], por ejemplo.

3. NOCIONES DE FUNCIONES HOLOMORFAS

Fijamos U C C, un conjunto abierto.

2Un grupo topodgico es localmente compacto, si para todo elemento x € G y una vecindad V'
de z, existe una vecindad U de x con cerradura compacta contenida en V.
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3.1. Diferenciacién. Decimos que una funcién
f:U==C

es diferenciable en zg € U si una de las siguientes tres condiciones equivalentes se

cumple:
(i) f(2) = f(20) + ['(20)(z = 20) + O(z — 20), ['(20) € C, cerca de z;
(ii) existe f'(z0) = lim,_., f2) = F(z0) f(zo);
zZ— 20
(iii) si escribimos z = x + iy, * = R(2), y = J(2), tenemos f(z) = u(x,y) +
(iv)(z,y), en donce u y v son diferenciables en R
En particular, las funciones u y v de la condicién (iii) satisfacen las ecuaciones
de Cauchy-Riemann:

uér($7y) = vy(x,y)
uy(z,y) = —vz(z,y)

y ademads son funciones armonicas, i.e., si

0? 0?
T2 oy

es el Laplaciano, entonces
Au=Av=0.

3.2. Integracién. Para v :[0,1] — U, una curva suave, tenemos

/ f(z)dz = / FO/ ) (2 dt.

Ejemplo 3.1. Para~:[0,1] — S, t — €27

d
/ 9= _omi.
- 12|

Cauchy-Goursat: Sea U simplemente conexo y f(z) holomorfa en U (i.e. difer-
enciable para toda zy € U). Si vy es una curva cerrada, entonces

L F(2)dz = 0.

= / f es independiente de la trayectoria en U.
Férmula de Cauchy: Sea f : U — C holomorfa y D un disco tal que D C U.

Entonces
1 (2)

= — | LElaz e
f(ZO) 27T’L BDZ_ZO % 20

Ademds, f'(z) es holomorfa en U, y tenemos

f(k)(zo) — ]L' /aD (f(z)dz 20 € D.

27 z — 7o)k’

Serie de Taylor: Para f holomorfa, tenemos

flz)= ch(z —20)", |z — 20| <R,
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en donde
1 f(z)dz
"2 Jop (2 — z0)" L

La serie converge uniformemente y absolutamente en |z — 29| < R.

3.3. Convergencia uniforme. Una sucesion de funciones, f, : U — C, converge
uniformemente en V' C U, a una funciéon f: V — C, si

Ve > 03N 3 |fu(z1) — f(z2)] <&, Vz1,20 €V, n> N.

Lema 3.2. Sea f, : U — C una sucesion de funciones holomorfas que converge
uniformemente en cada conjunto compacto K C U a una f : U — C. Entonces, f
es holomorfa y fI — f' uniformemente en cada conjunto compacto K C U.

Demostracion. Sea D un disco tal que D C U. Para toda k > 0, tenemos que

(k) _ / fn(2) dz N k! f(z)dz
1%}

Ju(70) = 27 Jop (2 — 20)FtY T 2w Jop (2 — 20)FH]

uniformemente en D, debido a la convergencia uniforme de f,, — f en D C U. En
particular, para k = 1. O

3.4. Radio de convergencia. Para series de potencias

f(z) = Z anz",
existe una R, 0 < R < oo, con las siguientes propiedades:

(i) La serie converge absolutamente Vz € C tal que |z| < R. Si D es un disco
con radio p, 0 < p < R, entonces la convergencia es uniforme en D.
(ii) Si |z| > R, los términos de la serie no son acotados y la serie diverge.
(iii) La funcién f(z) es holomorfa para |z| < R,y su derivada se obtiene término
a término. La serie correspondiente a f’(z) tiene el mismo radio de conver-
gencia.

Nota 3.3. La formula de Cauchy para derivadas

nI!M
— ’f(")(Zo)‘ < T

en donde
M= max |f(2)].

|z—z0|=R
3.5. Unicidad para funciones analiticas. Sea U una region conexa de C.

Teorema 3.4. Supongamos que f es analitica, i.e. holomorfa, en U. Entonces
tenemos una de las dos siguientes posibilidades:
(i) f=0enU.
(ii) El conjunto {z € U | f(z2) = 0} es aislado en U (no contiene puntos de
acumulacion).

Corolario 3.5. Sean f,g : U — C holomorfas. Si el conjunto {z € U | f(z) =
g(2)} no es aislado, i.e. tiene puntos de acumulacidn, entonces

f=genlU.
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Continuacién analitica: Sean U C V regiones conexas en C y sea f : U — C
una funcién holomorfa. Si existe una funcién g : V' — C tal que

g|U = f7
entonces ¢ es lnica.
4. SERIES DE DIRICHLET

Sea {An}nez-, una sucesién creciente (A, < An41) de niimeros reales tales que
A, — 00.
Definicién 4.1. Una serie de Dirichlet con exponentes {\,} es de la forma
flz) = Zane_“z, an,z € C.
neN

(Para fines de convergencia, podemos suponer que A, > 0).

Ejemplo 4.2.
(i) Mp=n,t=e"" = f(t) = a,t™ (Serie de potencias).
(ii) Ap =logn = f(s) =>_ Z—Z (Serie cldsica de Dirchlet).

Proposicién 4.3. Supongamos que f(z) = . a,e~*"* converge para z = zy. En-
tonces converge uniformemente en U3:

U:{ZE(C|§)?(2sz)ZO,|arg(zfzo)|§a<g}.

Demostracion. Trasladando, de ser necesario, podemos suponer que zy = 0.
= E a, converge.

Entonces Ve > 0 3N tal que
m/
‘Am,m’| <e¢, donde Am,m’ = Z an, m' >m>N.
n=m

An

Sea b, = e~ "%, Para estudiar

flz)= Z anbp

recordamos el siguiente lema de analisis matematico basico.

Lema 4.4 (Abel). Sean {a,} y {bn} sucesiones. Tomemos

! 7
m m
Am,m’ = § Gn, Sm,m’ = § anbn~
n=m

n=m

FEntonces
m’ —1

Sm,m’ - Z Amn(bn - bn-‘rl) + Am,m’bm’-

n=m

3Falta el valor absoluto para arg(z — zo) en [7).
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En nuestro contexto, el lema de Abel nos dice que

m =1
Sm’ml = E Am)n (e_)‘”'z — €_>\n+1z) + Am,m/e_)‘m’z.
n=m

Escribimos z = x + iy, z = R(2),y = (2).
e Propuesta:

’e—)\nz _ e—)\n+12’ S M ‘e—)\nac _ e—)\n+1l‘ .
T

Para ver esto, escribimos

>\n+1
e Ant1Z _ g AnE — z/ e % dt.
A

n

Entonces

Ant1
e_/\nz _ e_)\n+12’ S |Z|/ e—ta: dt
An

_M —Anx _ A T
_x(e e )

Si escribimos z en forma polar, i.e., z = |z| €, § = arg(z). Observamos que
M:ﬁzs}ecﬁgsecoz, 1 <seca < co.
x  |z|cosf

Entonces

m’—1

|Sm,m’| S 9 1 + Z—‘ Z (e_Anw _ e—>\n+1m)

n=m

m’ —1
<e|l+seca Z (e_’\““” — e_’\““””) <e(l+seca).
n=m

Lo cual nos da convergencia uniforme en U \ {0}. O

Ejercicio 4.5. Completar la demostracion anterior sobre la convergencia uniforme
en U, incluyendo x = 0*. ;Se requiere convergencia absoluta en x = 07

4.1. Consecuencias. Supongamos que f(z) = > a,e ** converge en zy € C.

Entonces

(i) f(2) es holomorfa para R(z) > R(zp).
(ii) La serie converge en un medio plano abierto R(z) > p # oo maximal,

llamado el medio plano de convergencia.
(iii) En la regién
U={z|R(z—2) >0, l|arg(z — 20)| S < g}
tenemos que f(z) es uniformemente continua.
(iv) f(2)=0 < a,=0VneN.

4Caso omitido en [7].
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Demostracion de (iv). Supongamos que

f(z)= Z ane % =0,
Entonces
f(z)e® = ag + Z ane”An=R0)z,

n€Zso

Tomemos z — oo por el eje real positivo. Con un argumento de uniformidad en U,
y porque {/\n} es estrictamente mondtona, tenemos que

E anef(Aano)Z — 67()\17)\0)2 E anef(Aanl)Z _> 0.
n€lso n€lso

Entonces f(z) — ag, si z = +o0. .".ap = 0.
Procedemos inductivamente para demostrar que a,, = 0, tomando e*»?f(z) en
cada paso. O

5. SOBRE LA FUNCION ZETA DE RIEMANN
5.1. Transformadas integrales y funciones especiales. Una transformada que
encontramos pronto en el estudio de las matemaéticas es la transformada de Laplace:
Z
f(t) = F(s)

=$U@}Amﬂwe“ﬁ

De importancia en la teoria de ntimeros es la transformada de Mellin:
o= [ oS,
R>o

en donde podemos obtener la funcién Gamma de Euler

[(s)=.#{e"}.
Recordar que

I'(s+1)=sI(s),

L(n+1)=nl
5.2. Analisis de Fourier. Podemos integrar sobre un grupo topolégico localmente
compacto G. Por ejemplo:

(i) G =R, grupo aditivo, en donde tenemos la integral usual

/Rf(t) dt = /: F(t) dt.

La cual es invariante ante tralsacién x — x + xg, 2o € R.
(ii) G = Ry, los reales positivos bajo la multiplicacién, en donde tenemos la
integral

° dt
&jwﬁzé 7o)

La cual es invariante ante tralsacién multiplicativa z +— zxg, o € Rsq,
ademas de inversién z — 1.
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Fijemos G = R. La transformada de Fourier se define por medio de un caracter
aditivo ¢ : R — S! en el espacio de Schwarz®:

En particular, fijamos
U, R =St y(x) = 2™, 9p(x) = e 20T,
Teorema 5.1 (Inversién de Fourier).

Fzo Fulf(} = £(1).

Ejemplo 5.2. Calcular la transformada de Fourier para f(t) = e

f(u) = / e—ﬂ-tz.r—QTr'Lut dt = eﬂ'u/m/ e”’”(t"’%)Q gt
R

R

—rt’x

. parax > 0.

_ eﬂ'u/iﬂ/ 67.{_It2 dt _ x_l/Qe—ﬂuz/z — x—l/Qf(u/Jj).
R

Teorema 5.3 (Férmula de Poisson). Si f € S(R), entonces

S i) =Y fn).

neZ ne”Z

O(x) = Z 67”"2””,

nez

Ejemplo 5.4. La funcion

satisface
0(z) =z~ 20(z").

Ejercicio 5.5. Verificar la siguiente observacion de Riemann [5]:

T [ e ewo)
Rso t

(5.1) e

5.3. Ecuacién Funcional.

Teorema 5.6 (Riemann 1859). Sea L(s) = n~*/?T'(s/2)((2). Entonces
L(s)=L(1—s).

Demostracion. Por la observacién (5.1), tenemos

-S S 1 = —mn’tys dt
)Y = [ e
n=1

>0 p=1

Si tomamos
oo
_ 2
w(z) = g et
n=1

entonces 0(x) = 1 + 2w(x), y podemos utilizar la férmula de Poisson, Ejemplo 5.4,
para obtener

w(z™) = x%w(x) + % (x% - 1) .

5S(R) consiste de funciones analiticas f(t) tales que |f(t)| — 0 rapidamente, cuando t — oo.
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Entonces, para R(s) > 1, tenemos

L(s) = n=*/2T(s/2)C(s) = /OOO w(z)at?

x
1 o0
dz dz
— s/2 s/2 )
/0 w(x)x ~ —&—/1 w(x)z ~

1

)

Utilizando la férmula para w(z~!) y haciendo el cambio de variable z + 2~
podemos ver que

1 s}
d 1 s d
[t~ [ <x%w<x> R 1)) i
Entonces

1) = [Tute) (o7 +at) E ) [T (o )

Ahora, es un ejercicio facil mostrar que

1/°° 1-s _s\ dz 1
s tET ) S
2 5 x  s(s—1)

L(s)—/loow(:c) (:El% +m%)d—x+ !

x  s(s—1)

Esta 1ltima férmula es simétrica bajo s — 1 — s. O

Por lo tanto

Observacién 5.7. Formalmente L(s) = L(1 — s) nos ayuda a extender la funcion
C(s), originalmente definida en R(s) > 1, para también incluir R(s) < 0. Sin
embargo, no obtenemos con este razonamiento unicidad en la funcion meromorfa
resultante. Necesitamos mds informacion sobre el comportamiento de ((s) en la
franga critica 0 < R(s) < 1.

5.4. Continuacion Analitica.

Teorema 5.8. La funcidn ((s) = > -

n=1 3 satisface:

(i) ¢(s) es holomorfa y diferente de cero para R(s) > 1.

1
(i) ¢(s) = ] + ¢(s), en donde ¢(s) es holomorfa para R(s) > 0.
5 _

Demostracion. Para la parte (i), de Andlisis Matemaético béasico, sabemos sobre la
convergencia de

o0

1
27’ para z > 0,
n

n=1

y observamos que e € S*.
Para la parte (ii), observamos que

1 ) o0 n+1
- :/ tdt = Z/ t==dt, R(s) > 0.
- S 1 n=17m
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Escribimos

o0 n+1
((s) = 1is+2(nl/n tSdt) dt

n=1

L+ ens).

1—s

n=1

Cada funcién ¢, (s) estd bien definida y es holomorfa en R(s) > 0, y queremos la
convergencia uniforme de

0(s) =D pnls).

Sea € > 0. Tenemos

d
lon(s)| < sup |n* =t <oy o (n7F—17%) = st (D,
n<t<n+1 dt

5]
nm+1 ’
Finalmente, en todo compacto K dentro de U = {s € C | R(s) > 0}, la funcién |s|
es acotada. Ademds, la serie
1
Z not+l

converge absolutamente para toda x > ¢ > 0.

So(s) =) enls)

converge uniformemente en todo compacto K C U. O

= len(s)] < x = R(s).

6. PRODUCTOS INFINITOS Y FUNCIONES L

6.1. Productos infinitos. Sea {l, } ey una sucesién de nimeros complejos, todos
diferentes de 0. Decimos que

(o]

[16

n=1

converge si existe una L € C\{0}, tal que

N
lim l, = L.
N—oc0
n=1
Observacion 6.1. Asi como para series tenemos
E b, converge =—> b,, — 0, cuando n — o0,
para productos infinitos tenemos

Hl” converge = l,, — 1, cuando n — oo.

En la regién {z €EClz=|zle?, —m<O< 7r}, tenemos la rama principal de la
funcién logaritmo, que denotamos por log. Para |z| < 1, tenemos la identidad

(6.1) log(l+z2)=2— "=+ = —---
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Escribamos [,, = 1 + a,,. Para Ny suficientemente grande, la sucesién {a, }n>n,
cae dentro del disco D = {z € C | |z — 1] < 1}. Tomando logaritmo en D, vemos
entonces que

o0

H l, converge <> Z logl,, converge,

n=1 n>No
para Ny suficientemente grande. Ahora, definimos convergencia absoluta para el
producto por medio de la suma de la derecha, i.e.,

o0
H l, converge absolutamente <= Z logl,, converge absolutamente.
n=1 n>Ng

Notamos que el concepto de convergencia no depende de un numero finito de
términos que podemos remover tanto el el producto como en la suma.

Proposicion 6.2.

o0
H l, converge absolutamente <= g an converge absolutamente,
n=1 n>No

para alguna Ny tal que a,, € D, Vn > Np.
Demostracion. En D ={z € C | |z — 1| < 1}, tenemos que

log(1
lim 70g( +2)

=1=Ve>0 dNy >
z—0 z

(1 =¢)|an| <log(l+a,) < (14¢)|ay| Vn > No.

o0
Z |an| converge <= Z|log(1+an)| converge.
n=N;

Ejercicio 6.3. FEl producto

G(z) = ﬁ (1 + %) e =/m

n=1
converge absolutamente y uniformemente para toda K subconjunto compacto.

De hecho

— oo
e ?

SE

n=1

I'(s) =
es la funcién gamma, y

) 1 1
’y:nh—>H;O<(1+2+3+-“) —logn).

6.2. Producto Euleriano. Sea P el conjunto de todos los primos. La propiedad
de factorizacion tnica de los nimeros enteros, y la definicién de convergencia para
productos infinitos, nos conduce a

(6:2) =Y =TI (==).

inicialmente en la regién R(s) > 1.
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6.3. Comportamiento cuando s — 1.

Proposicién 6.4. La serie®

=1
w(S)ZZZW,

pEP k=2

define una funcion holomorfa en R(s) > 1/2 y permanece acotada cuando s — 1.

La funcion
fs)=> p"
peEP
inicialmente definida para R(s) > 1, satisface

f(s) +4(s) =log((s)

y tiene continuacion meromorfa a R(s) > 1/2. Cerca de s =1, tenemos

1 1
5w (e=1)

peEP

Demostracion. Utilizando el producto euleriano (6.2) para ((s) y la identidad (6.1)
para el logaritmo, obtenemos

1
log ((s) = Z log(1—p~*)~" = Z Z Tk ¥(s) + Zp_s-
peP pEP k>1 P peEP

Esta identidad es valida en R(s) > 1. Ahora, la funcién ¥ (s), inicialmente definida
en R(s) > 1, satisface

<> >

pEP k>2

o
P = 1)

<22

pEP k>2

-3

peEP

1 1
kpks pks

Si escribimos s = x + iy, esta tltima suma es igual a

1 - 1
2 1) = 2wl =)

pEP

en donde tenemos convergencia absoluta para x > 1/2. Por esto, vemos que la
funcién 1 (s) definida por la serie doble en la proposicién, es holomorfa para R(s) >
1/2. Esto sucede cerca de s = 1 y obtenemos el resto de la proposicién por medio
del Teorema 5.8. O

6.4. Caracteres de Dirichlet. Para simplificar, dado un niimero entero m > 1,
escribimos”

Zm =2 ]mZ.
Un caracter de Dirichlet
zx % st
se extiende a toda n € Z, primeramente proyectando mod m
L= Zm,

6En [7], s = 1 por la derecha. En estas notas, hacemos un ajuste para entender el compor-
tamiento en una vecindad de s =1 en C.

"No escribimos Zm , dado que en el caso de un primo p, en teoria analitica de nimeros moderna
denotamos por Zp a los enteros p-adicos.
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y en Z,, tomamos

&(n) =0si (n,m) # 1.

6.5. Funciones de Dirichlet. Dado un caracter xy € Zm, tenemos su funcién ¢
dada por

SOEDIET | P

n® 1—x(pp~*’
inicialmente definida para $(s) > 1, lo cual se demuestra de manera similar que
para ((s).
7. DENSIDAD Y PROGRESION ARITMETICA

Demostramos la vez anterior que

1 1
(i)

cerca de s = 1.

Definicién 7.1. Sea A C P, definimos la densidad del conjunto de nimeros primos
A, dens(A), 0 < dens(A) < 1, por medio de
1
ZpE.A E
dens (A) = lim

s—1 ] 1 '
8 s—1
Teorema 7.2 (Progresién Aritmética). Sean a,m € N\{0}, (a,m) =1 y sea
P.,={p|p=a modm}.

FEntonces

dens (P,) = o)

Corolario 7.3. P, es un conjunto infinito.

Demostraremos el teorema con ayuda de las funciones L de Dirichlet.

7.1. Funciones de Dirichlet y funciones relacionadas. fijemos un caracter de
Dirichlet x € Z,,, el cual extendeos a Z como lo hicimos la vez anterior. Tenemos

X)) 1
G(s) = _Hl—X

n* (pP)p~’

inicialmente definida para $(s) > 1. Observamos que cada término

‘ x(p)

1 x"(p)
—|<1=log = .
p* ‘ 1—Xx(p)p~ zn: np"*

Obtenemos

(7.1) log () = ’f;(p)
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Lema 7.4. La funcion auxiliar

£ = Y2,

pim

cuenta con el siguiente comportamiento:

1
(i) Six =1 entonces f, ~ log ( 1> , cerca de s = 1.

5 _
(i) Six # 1 entonces fy(s) permanece acotada cuando s — 1.

Demostracion. Escribimos
log Cx(s) = fx(s) + II/X(s)’

— X"(p)
\IIX(S) = Z Z npns !
peEP n=2
Al igual que la funcién ¥ (s) de la Proposicién 6.4, la funcién ¥, (s) converge abso-
lutamente en R(s) > 1/2.

Ahora, la convergencia de (7.1), nos implica la convergencia de f,, sin embargo,
inicialmente esto es vélido para R(s) > 1. Si demostramos que para x # 1, ((s)
converge para R(s) > 0, entonces f,(s) permanece acotada cerca de s = 1. Por lo
tanto, con la siguiente proposiciéon completamos la demostracion del lema. ([

en donde

Proposiciéon 7.5. Sea x € Zm, diferente de 1. Entonces
(1) Las sumas A;p = Zi;:l x(n) permanecen acotadas.
(ii) La funcidn ¢, (s) converge para R(s) > 0.
Demostracion. (i) Por medio del algoritmo de la divisién de Euclides, escribimos
U'=l4+mk+r, 0<r<m.

Y tenemos que

l+mk 4
Ay = Z x(n) + Z x(n) = A <k Z x(n)| +r.
n=l| n=Il+mk-+1 N€ELm

Ahora, por la relacién de ortonogalidad de caracteres, Proposicién 2.9, entonces
D> x(n) =0, six# 1.
NELm,

Por lo tanto
‘AU" S r S m — 1.
(ii) Por el Lema de Abel, Lema 4.4,

Rl 1 1
Sl < S S S
|Skk| < p(m) nEZk e 1) s

Por los resultados del plano de convergencia, podemos suponer que s = x € Ry.
Entonces la suma anterior se vuelve telescopica y hay cancelacién, por lo que

1
|Sk:,k’| S (b(m)g
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7.2. Progresén Aritmética — Demostracién. Sea

Zi

PEP,

ga ZX X

xez

Lema 7.6.

Demostracion. Podemos expander la suma de la derecha
—1y

Z 1fx sz p.

XEZm, pim xeZ,

Ahora, por la relacién de ortogonalidad, Proposicién 2.9,

Z X(alp):{ q’)((;n) sip=a modm

~Y
XEZm
[l

Para demostrar el Teorema de Progresion Aritmética, de los Lemas 7.4 y 7.6

concluimos que
() 1 1 1
ga S ¢(m) Og S — 1 N

L
¢(m)’

8. DE GRUPOS A CAMPOS Y RECIPROCIDAD CUADRATICA

Y por definicién

dens(P,) =

Comenzamos nuestro estudio con el grupo ciclico Z /m Z, bajo la adicién, y su
grupo de unidades (Z /mZ)*, bajo la multiplicacién. En el caso de m = p, un
nimero primo, una mejor notacién es

]Fp =7 / PZ,
la cual es estandar para campos finitos. Recordamos que
F, =F,\{0}

es un grupo ciclico bajo la multiplicacién con ¢(p) = p—1 elementos. Una propiedad
de este campo, para p # 2, es que

2
Fy J(Fy ) = {+1).
Recordemos rapidamente algunas nociones bésicas de campos.

Definicion 8.1. Decimos que un conjunto K es un campo si tiene al menos dos
elementos 0 € K y 1€ K* = K \ {0}, junto con dos operaciones

+:KxK—K, -:K*xK*—KX*,
que satisfacen

(i) (K, +) € Yan.
(ii) (K7%-) € Yan.
(i) z(y + 2) = 2y + zz, Va,y,z € K.
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Denotamos por % a la categoria cuyos objetos son campos®. Sus flechas son

homomorfismos de campos
KLex, KL,

ie., f € hom(K, L) nos da un homomorfismo aditivoen 44, y f|xx € hom(K*, L*)
uno multiplicativo en ¥¢,; Denotamos el conjunto de todas las flechas de K a L
en ¢, por hom(K, L), y esperamos que no haya confusién con la notacién con
respecto al grupo aditivo.

8.1. Simbolo de Legendre. Sea p un primo diferente de 2. Para cada x € IB‘;,
tenemos que 2P~ = 1, y observamos que

"7 =41 en FX
= o
Tenemos el isomorfismo de grupos
{(x1}=7Z /27,
en donde adema&s podemos identificar
{{£1} en F) } = {{£1} en C*}.
De hecho, solamente existe un grupo de orden 2, hasta isomorfismo.

Ejercicio 8.2. Hasta isomorfismo en la categoria correspondiente:

(i) Existe solamente un campo de orden 2.
(ii) Existen dos grupos de orden 4. Uno es un campo y el otro no.

Definicién 8.3. Dado un primo p # 2, tenemos un homomorfismo de grupos

X
Fp—>{i1},
<I) p—1
r—|—]=x 2.
p

x
Decimos que <) es el simbolo de Legendre.
p

Tenemos también un caracter
(Z/AZ) =5 Z /27 = {+1},
definido para x = 2y + 1 impar:

_ [0 siz=1 mod4
@) =y m°d2:{1 siz=3 mod 4

Extendemos a todo Z, como lo hicimos en la seccién anterior, en donde e(x) = 0 si
X es par.

8En alemén “Korper”, o del francés “corps”, en contraste con el inglés “fields”.
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8.2. Ley de Reciprocidad Cuadratica y aplicaciones. Sean [, p # 2, niimeros
primos. Gaufl demostrd, temprano en su vida, la siguiente importante ley de re-

ciprocidad:
Y _ (P =)
<p> N (l ) (e

Proposicién 8.4. Sea a € N\{0,2}, libre de cuadrados, y sea m = 4a. Existe un
caracter

Xa 1
7z, X, st

1nico con la propiedad

(5.1) Xa(p) = (p) VpeP.ptm.

Ademds x2 =1y
a#1= xq #1.

Demostracion. Para mostrar unicidad, vemos que todo entero con (z,m) = 1, tiene
factorizacién

w=Epitpgt, pitm.
Si x, satisface (8.4), entonces
Xa(®) = Xa(£1)Xa(p1)™ - Xa(pa)

Ademss, de la definicién del sfmbolo de Legendre, esto nos da x2 = 1.
Tenemos que a cuenta con factorizacién libre de cuadrados

a:ill--~lk.

Definimos
z) = (—1)F@e(@) Ty
o) = U T

Por reciprocidad cuadrética
L
xap) =[] () :
\P
Supongamos que a # 1, nos queda por demostrar que Y, es no trivial. Tomemos
x tal que

<;) =—1, =1 modd4ly---I.
1

Entonces
Xo(x) = =1 = xq # 1.

Proposicién 8.5. Sea a € N\{0,2}, libre de cuadrados, m = 4a y

Pa=tver ! (2)),

Entonces dens(P,) = 1/2.



24 LUIS ALBERTO LOMELI

Demostracion. Tenemos un caracter de Dirichlet x, € Zn, Xa # 1, con las propiedades
de la proposicién anterior. Vemos que

a
() =1 < p€kery,.
p

Como argumentamos para progresién aritmética, tenemos que

1

dens(P,) = Zo kot xd]

=1/2.
O

8.3. Reciprodicad cuadratica — demostracion. Fijamos primos ¢, p # 2. Sea
Sp = {1,...,1)21} dentro de F;,
y observamos que F’ = S, U (—S),), unién disjunta.
Para cada s € S, y a € F);, Jes(a) = {£1}, s, € S}, tinicos con la propiedad
as = es(a)s,.
Observacién 8.6. El mapeo
Sp = Sp, 55,
es una biyeccion.

Demostracidn. Supongamos que tenemos s # s’ en S, pero s, = s,,. Entonces

as = es(a)sq, # es(a)s, = as’

= es(a) = —ey(a) = s = —5'.

Esto tltimo es una contradiccién, pues S, y —S, son disjuntos. O

Lema 8.7 (GauB).

¢)-Two

s€S,
Proof.
-1
a7 H s = H es(a) H Sq = H es(a) H s.
sES) SES)p SES) s€S) s€S)
— "7 = H es(a)
s€S,

Ejercicio 8.8. Sea m = 2n + 1 un entero impar, entonces

sinmx _ n . 9 . 9 27y
P = (—4) H (sm x — sin <2n+1>>'

1<j<n

(Para una pista para este ejercicio, ver el libro de Serre.)
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Ahora, combinamos el lema de Gauf3 con el ejercicio.

sin <2W€s) = sin (ﬁes(ﬁ)s@) = e4(¢)sin (27TS£>
p p p

Entonces
¢ sin (6% >
(5) =T e~ -
P 2m
sESy SESP sin < )
p
e ms\ e (2
=(—4) HH<Sl ( ) sm(€>>.
s€S, teS,
Similarmente

()= o= IUIT (o (557) -~ (5)

= ()OI Ie=( o=

teS, s€ES,

9. SELECCION DE TOPICOS EN LA TEORIA DE NUMEROS

9.1. Ceros de ((s). Riemann (1859) estudié la funcién

:anS:H(l—lpsy

en [5]. De hecho, establecimos dos propiedades importantes en § 5:

(i) Continuacién a una funcién meromorfa en toda s € C.
(ii) Ecuacién funcional:
L(s) = L(1 —s),
en donde L(s) = m%/2T'(s/2)¢(s).
Ademas, Riemann estudié sus propiedades como producto infinito.

Lo que tal vez es el problema abierto méds importante en matematicas puras es la
hipétesis de Riemann. Esta predice que los ceros no triviales de {(s) se encuentran
en R(s) = 1.

Observamos también que conocer regiones de C en donde ((s) # 0, nos provee
resultados. Por ejemplo, el teorema de niimeros primos es el siguiente.

Teorema 9.1. Sea
m(z) =#{pePlp <z},

entonces
T

m(x) ~
Este teorema es equivalente a la afirmacion:
C(s) #0Vs =1+1it,t € R,

para la cual surgieron dos soluciones simultaneas a finales del siglo XIIX por Had-
mard y de la Vallée Poissin. Una demostracién elemental de este importante teo-
rema, se puede encontrar en [2].

logz’
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9.2. Campos de Funciones. Estudiamos un caso, en donde obtenemos resultados
positivos sobre la hipdtesis de Riemann. Sea Fp[t] es anillo de polinomios en la
variable ¢, con coeficientes en el campo finito IF,.

Observaciéon 9.2. En la teoria de Galois, sabemos que para cada n, existe un
campo finito Fy con ¢ = p™ elementos. Por lo que en lo siguiente podemos reem-
plazar By, por F,.

Estudiamos el campo de funciones racionales F(t), en donde h(t) € Fp(t) si

f(®)
h(t) = ==, f(t),9(t) € Fp[t].
g(t) pl
Estos, y sus extensiones algebrdicas separables, son estudiados en la teoria de
numeros, en donde tenemos dos casos de campos globales.

Campos de funciones k Campos de nimeros k
Campo racional: Fy(t) Q

U U

Anillo de enteros: Fplt] Y/

Decimos que nos encontramos en el caso de caracteristica p, cuando estudiamos
un campo de funciones, y caracteristica cero en un campo de ntimeros.

[, [t] es un dominio euclideano, por lo cual es principal y cuenta con factorizacion
unica. Cada ideal a C F,[t] es de la forma

a=(f(t)),
end donde f(t) € F,[t] es un polinomio, el cual podemos suponer que es mdnico.
La factorizacién tnica nos da
a=prpt
end donde cada p; = (p;(¢)), con p;(t) € F,[t] es un polinomio irreducible (ménico).
Podemos definir la norma de un ideal por
Na=p~ deg f(t)

Definicién 9.3. La funcion (i de un campo de funciones estd dada por
1 1
“o=2 5 -l
inicialmente en R(s) > 1.
f(t) es un polinomio en F,[t]

Los campos de funciones, surgen en la Geometria Algebraica como el campo de
funciones de una curva suave proyectiva X sobre F,. Weil demostré para curvas:

(i) (Racionalidad). (i(s) tiene una continuacién meromorfa a una funcién

racional en ¢~°.

(ii) (Ecucion funcional). Después de completar a una funcién L, tenemos
L(s) = e(s)L(1 — s).
(ii) (Hipdtesis de Riemann) (x(s) = 0 = Re(s) = %
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Las famosas conjeturas de Weil, generalizan estas tres propiedades al contexto
de variedades algebraicas. Estas conjeturas fueron demostradas por Delingne [1].
Actualmente, en la teoria de niimeros moderna, estudiamos leyes de reciprocidad
generalizadas en el caso abierto para grupos algebraicos no abelianos. Esto es, en
el contexto del programa de Langlands, en donde obtenemos funciones L globales,
y en el caso de campos de funciones hemos obtenido resultados:
(i) GLg: Drinfeld (1970’s).
(ii) GL,: L. Lafforgue (2002).
(iii) Grupos Clésicos: L. Lomeli (2015).

9.3. Problema de la discrepancia de signos de Erdds. Sea f: N — {—1,1}
una funcién estrictamente multiplicativa, i.e., tal que f(mn) = f(m)f(n), Ym,n €
N. ;Sabemos si

=00 ?

> fn)

n=1

sup
NeN

De hecho resulté ser peor, como descrito recientemente en [8].

Teorema 9.4 (Tao). Sea f:N — {—1,1}, una funcidn arbitraria. Entonces

N
> f(kn)

n=1

sup
k,NeN

= 0.

9.4. Progresiones Aritméticas de longitud k. Dado un entero k, desde 1770
Lagrange y Waring se hacen la pregunta si existen k primos en prograsion aritmética
sin interrupciones?

Este problema tiene una historia interesante, y fué resuelto en este nuevo milenio
por los matemaéticos Green y Tao, en donde fusionan ideas de la teoria Ergodica con
la Teoria de Numeros. Recomendamos la lectura de [3], para obtener un panorama
sobre este tema.

Teorema 9.5 (Green-Tao). Sea k € N y A C P tal que

) #(AN{1,...,N})
psup 7(N)

Entonces A contiene al menos una progresion aritmética de longitud k.

> 0.

10. ARITMETICA Y GEOMETRIA EN LOS CERROS DE VALPARAISO

En la ciudad de Valparaiso, ver un atardecer y vislumbrar los colores que el
océano pacifico junto con el cielo forman parte del dia a dia. Sin embargo, para
un matematico, la pregunta “jen qué cerro vives?”, puede tomar un sentido muy
diferente al de los demés habitantes de la ciudad portuaria.

Para alguien que le interesa el estudio de aritmética y geometria modernas, lo
més cercano a vivir en la tierra puede ser la esfera de Riemann. Desde el mirador
del cerro Barén se suele vislumbrar el puerto de Valparaiso con el cerro de Playa
Ancha en el fondo y el sol o la luna llena en el cielo ...
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10.1. Ternas pitagéricas. Comenzamos con un ejercicio en donde se juntan la
Aritmética y la Geometria, estudiado por Diofanto en tiempos antiguos. El prob-
lema es determinar todas las ternas (x, ¥, z) que consisten de enteros que satisfacen

la ecuaciéon
2?4y =22

y tales que su méximo comin divisor (z,y, z) = 1.

Este problema es equivalente a encontrar todos los puntos racionales en el circulo
unitario:

1.,.2 2 _
Sttty =1, x,y € Q.

En efecto, uno puede hacer la transicién de los puntos racionales del circulo unitario
a ternas pitagdricas al incorporar el maximo comin divisor, y viceversa, simple-
mente dividiendo por la tercera variable.

En lenguaje moderno, el problema es encontrar una parametrizacion racional de
circulo unitario. Primero, observamos que parametrizar S' sobre los ntimeros reales
es equivalente a parametrizar

€ (x+1)2+9°=1, z,y€R.

La siguiente figura

y un poco de dlgebra, nos indican que todas las coordenadas (z(t),y(t)) € S' son
obtenidas por la parametrizacion

4 —t? 4t
)= —— y(t) = ——.
;L‘( ) 2 +4 y( ) 2 +4
Un ejercicio es verificar que, ambas z(t), y(¢) tienen coordenadas racionales si y
solo sit € Q.

10.2. Proyeccién estereografica y puntos racionales. También obtenemos
una parametrizacién para la esfera de Riemann S2, por medio de la proyeccién
estereografica a C, ésta incorpora el punto en el infinito co como el polo norte.
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00
\./ (C

0

Entonces, podemos argumentar como lo hicimos en el caso del circulo unitario
para obtener una parametrizacion racional para los puntos sg en la esfera. En
verdad, tomamos una esfera unitaria en tres dimensiones con centro (0,0,1) e iden-
tificamos el punto co con (0,0,2). Un punto sg € S? corresponde a un punto s € C.
Guiados por la figura y un poco de algebra, es un ejercicio llegar a

< 4u 4y 2u? + 202 >
so(u,v) = .

w2 4+v2+4" w2+ 02+ 47 w2+ 0244
Ademsds, se debe verificar que so(u,v) tiene coordenadas racionales en el espacio
euclideano tridimensional si y solo si (u,v) € Q2.

10.3. Cerro modular. An example of space endowed with a non-Euclidean ge-
ometry, which also provides an example of a Riemann surface is the complex upper
half plane
h={ze€C|¥(z) >0}.
A modular form of weight k is an analytic function
f:5—=>C
satisfying the relationship

1) = e+ a2 (50

(‘C‘ Z) € SLy(R).

for

b

e27ri/3 eﬂ'i/3

Funciones A y 7 de Ramanujan. Given z € h, we write ¢ = exp(2miz). Then

Al)=q[J( =g =D 7(n)g"
i=1 n=1

The 7 function appearing in the Fourier expansion of the A function is multiplicative

7(mn) = 7(m)7(n), g.cd.(m,n) =1
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and satisfies the following recursive relation on powers of primes

n+1) nfl).

(") =7(p)r(p") — p"'7(p

Ramanujan Conjecture. The 7 function satisfies the Ramanujan bound
Ir(p)| < 2p"'/?,
for every prime p.

The Ramanujan Conjecture was proved by Deligne, as part of his work on the
Weil conjectures [1].

10.4. Funciones L. Every modular form of weight k£ has a (-function

(o= 4,

n

which is absolutely convergent for R(s) > 2k. It has an Euler product

1
1;[ 1— C(p)p—s + p2k—1—2$ !

Completing the (-function gives

L(s, f) = (2m)°T(s)C(s, f),

which is known to satisfy the functional equation

L<87f) = (71)kL(k - Svf)

Para mayor informacién sobre el cerro modular, hacemos referencia al capitulo
VII del libro de Serre [7].

10.5. Cerro eliptico. Elliptic curves, required for a modern day number theorist,
have a Weierstrass form

2?2 =y fay+0,

valid not only over Q, but over fields of characteristic different than 2 or 3. They
have discriminant and j-invariant

_ 1728(4a)®

_ 3 2\
A = —16(4d® + 27b%) j 3

Where we choose the perhaps unconventional setting of interchanging the variables
x and y.
Un ejemplo de una curva eliptica es

(10.1) E:2?=y—9°
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L-functions. Let #FE, denote the number of solutions mod p and take

ap=p+1—H#E,

1
C(SvE) - ];[ (1 _ appfs p12s> .

(We also need to make sense of the cases p = 2, 3 in general ... ).
By completing the (-function we get

L(s, E) = (2m)°T'(s)¢(s, E).
Then we have the functional equation
L(s,E)=¢L(1 — s, E),

and define

for a root number ¢ € {£1}.
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